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算术应用题理解

的几个理论模型

周治金 陈永明

许多研究发现
,

对幼儿园和小学的儿童

来说
,

解决算术应用题 比解决算术题难得多

(以明
n te r ,

肠rb itt 等
,

19 80 )¹
。

很多学生知

道怎么样运用基本的算术程序去解决以数字

和符号形式呈现的算术题
,

却不能运用这个

程序去解决以文字形式呈现的算术应用题
。

这说明儿童在解决算术应用题时出现 困难
,

不是因为他们没有掌握基本的算术运算技

能
。

对于这种困难有两种解释
: 一些人认为

,

逻辑一数学方面知识的缺乏是儿童难以解决

应用题的原因 ;另一些人认为
,

缺乏对语言理

解的技能是儿童难以解决应用题的原因
。

JL童在问题中所犯错误可能反映了语义

知识方面的缺乏或逻辑一数学知识方面的缺

乏
,

或两者皆缺乏
。

为了区分这两者
,

一些研

究者操纵应用题中所用词语以观察学生解题

作业成绩的变化
。

例如
,

考虑如下问题
:

有 5 只 鸟和 3 只 虫

鸟比虫多多少 ?

这是一个比较困难的问题
,

从托儿所的

孩子到一年级的孩子正确率为 17 %一石4 %
。

从逻辑一数学发展的观点来看
,

这个 问题之

所以困难
,

是因为它要求孩子对部分一整体

关系要有详尽的理解
,

托儿所孩子可能不具

备这 种理解 能力
。

然而
,

H u d , 〕n ( 19 83 ) 报

告º
,

当最后一行的语言表述改为
:

有多少鸟吃不 到虫子 ?

儿童 作 业 成 绩 急 剧 改 观
,

正确 率 为

83%一100 %
。

即使是托儿所 的孩子在解决

后一个问题时也表现出了复杂的关于集概念

方面知识
。

类似的经验性结果都说明语言表

述方面的某些改变确确实实改善了儿童的解

题作业
。

对算术应用题语言特性方面的早期研究

集中在确定哪些问题特征使得算术应用题变

难
。

例如
,

单词的平均长度
,

问题中算术计算

的操作步数
,

问题中句子的数量
,

每个句子中

字词的数量
,

以及名词
、

动词
、

连词出现的频

率等
。

研究发现
,

语言特征方面影响算术应

用题难度的最重要的因素是计算步骤的多少

和算术术语 (如直径或余数 )的多少
。

后来的研究发现
,

算术应用题的语义结

构是影响算术应用题难度更为重要 的因素
。

所谓语义结构是指对问题进行陈述的句子的

含义和它们之间的相互关系
。

Ri ley 及其同

事»
,

根据语义结构将加减法应用题分为三

类
:
转 换 ( Cha n罗 )

,

合并 ( cclm bin e )
,

比 较
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(
Co m p are )

。

转换问题暗含某种转换操作行

为
,

转换问题有转入和转出二类
。

合并问题

包含所陈述的状态之间的关系
,

但没有转换

问题中的转换行为
。

合并问题中不需要变换

个人原来所有
,

但需要表征几个分集之总数

量的合集
。

转换和合并问题所进行的算术加

减运算皇然相同 (如 5 + 2 二 ? )
,

但是两类问

题中所出现的语言表述的含义对学生来说是

完全不同的
:

这种语言含义的不同影响着学

生对问题的表征和解释
,

进而影响学生对问

题所提要求 的理解和解决 问题时策略的使

用
。

比较问题与合并问题一样 也包含状态间

关系
,

对一个集的数量也不需要转换 ;它需要

以一个集的数量为参照 渔定另一集 与它的

数量关系(如少多少 )
。

研究还发现
,

不同的语义结构类型的算

术应用题
,

其难度是不一样的
。

对儿童来说
,

转换和合并问题较容易
,

而 比较问题相对较

难
。

对算术应用题语义结构关系的表征和理

解
,

影响问题解决策略的使用
。

下面介绍三

个算术应用题理解的理论
。

一
、

图式理论

K in tc h 和 G re e n 。
认为

,

算术应用题的理

解包含类似于对课文进行理解的过程
,

在理

解过程中建立心理表征¼
,

这是解决算术应

用题的基础
。

不同类型的课文都有其特定的

结构
,

读者 以此组织和形成心理表征
。

如同

小说故事是由故事图式组织起来的一样
,

算

术应用题也有它特定的图式
。

这些 图式有
:

转换图式
,

部分一整体图式
,

比较图式
。

这些

图式都是以
“

集
”

概念为基础
,

其实
“

集
”

也是

一种图式
。

图式带有框架和槽道
,

这些框架

和槽道由特定的数值和对象所填充
。

“

集
”

的框架和槽道如下
:

对象
: < 可数名词 >

数量
: < 数值

,

一些
,

许多 >

特性
: < 拥有者

,

地点
,

时间 >

作用
: < 开始

,

转换
,

结果 ;总集
,

子集 ; 大
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集
,

小集
,

差异集 >

例如
, “

小明有五个弹子
”

这个句子
,

产生

一个
“

集
” 。

其中
,

小明是拥有者
,

数量是 5
,

特性是过去时
,

其作用依赖于应用题 的上下

文
。

它可以作为转换问题 的开始集 (他将 3

个弹子给了小红
,

他还剩余多少 )
,

或者作为

合并问题的子集 (小红有 3个弹子
,

他们总共

有几个弹子 )
,

或者是 比较问题的大集 (他比

小红多 2 个弹子
,

小红有几个弹子 )
。

图式理解算术应用题的过程如下
:

儿童读算术应用题时产生一些
“

集
” ,

他

们用一个更高层次水平的图式将先前的各个

集联系起来
。

当图式遇到一个带数量的名词

短语
,

它就从课文中搜集信息来填充图式的

槽道
,

接着利用课文中的语义信息来选择合

适的更高层次水平的图式来组织各集信息
。

例如
,

一个包含
“

比⋯⋯多
”

的短语
,

可以触发

( c u es )比较图式
,

转换动词 ( 给
,

拿
,

丢等 )触

发转换图式
, “

总共
”

则触发部分一整体图式

等
。

下面的这个例子具体说明了图式如何理

解转换问题
:

小明有 3 个弹子
。

接着小红给了他一些弹子
。

现在小明有 8 个弹子
。

小红给 了小明多少个弹子 ?

第一句话触发模型产生 Sl 集
,

数量是 3

个弹子
,

拥有者是小明
,

时间是过去时
,

作用

未知
。

同样
,

基于第二句话形成 里 集
,

对象

是弹子
,

数量为一些
,

小明是拥有者
,

时间是

后来
。

更重要的是
, “

给
”

触发了转换图式
,

这

使 S1 集被指派为开始集
,

义 为转换集
,

并产

生一个期望
,

希望知道结果集
。

由第三句产

生 S3 集
,

对象是弹子
,

数量为 8
,

拥有者是小

明
,

时间为现在
,

这是转换后的结果
。

最后一

句话只是要求计算未说 明的 S2 集的数量
。

小学一年级的学生通常采用
“

补上
”

( add 一

on )这种相加的计数方法来完成任务
。

支持图式理论的证据来自许多行为实验

和计算机模拟实验
。

研究发现
,

小学生解决



算术应用题时出现错误是有规律的
,

解题出

现的错误与随后回忆出现的错误类型有很高

的一致性
。

这是因为回忆是在理解的基础上

重新建构有关算术应用题心理表征的过程
。

C u

fnm
in s
(19 8 8 )采用计算机模拟程序

,

研究小学生在解决算术应用题中出现错误的

情况½ 。

计算机模拟的思路是这样的
,

小学

生解决算术应用题需要一定 的认知加工成

份
,

将这些认知成份中的某些部分减去
,

再来

看计算机解题的行为表现
。

如果减掉某些成

份
,

没有引起计算机解题行为上的变化
,

说明

这些成份是多余的
。

如果减掉某些成份
,

导

致计算机完全不 能解题
,

说明这些成份是非

常重要的
。

计算机模拟中包含两类不同来源

的知识
: 一类是用来理解算术应用题的有关

语言方面的知识和有关世界的知识 ; 另一类

是解题所必需的数学知识
,

如
“

集
”

是什么
、

用

来联系各集的更高层次水平的图式
、

计数的

策略等
。

减掉任何数学方面的知识
,

都会导

致计算机彻底不能解题
。

在行为实验 中
,

儿

童出现一些解题错误
,

但不是完全不会解题
。

这说明
,

影响不 同语义结构算术应用题难度

的因素不是数学方面的知识
。

当减掉某些语

言知识时
,

如
“

总共
” 、 “

比⋯⋯多
”

等
,

计算机

成功地模拟了小学生解题时出现的错误
。

所

以
,

小学生在解决算术应用题方面出现的错

误
,

主要是受语言方面因素所影响
。

由于小

学生缺少关于世界的一般知识
,

而某些应用

题中出现的词汇又不是 日常生活中经常见到

的
,

那么
,

这些词汇就会影响应用题的解决
。

二
、

两类加工方式理论

May er 提出
,

在数学问题解决中有四 种

主要的认知成份

—
转换( t ra n sla tin g )

、

整合

( in te g ra t sn g )
、

计 划 ( p lan n in g ) 和 执 行

( e xe cu ti ng )¾
。

转换是指建构问题 中每一个

句子的心理表征
,

整合是指建构问题所描述

的情境的心理表征
,

计划是指设计问题解决

的方案
,

执行是指完成计划
。

转换 和整合是

表征问题和理解问题的认知过程
。

计划是前

两个过程的副产品
。

学生解决问题的关键在

于其对问题的理解过程
。

M a

yer 进一步指出
,

学生理解应用题有

两种方式
:
直接转译方式 ( di re ct tr ans lat ion

aP p
~ h) 和问题 情境方式 ( p拍b leln m ed el

a p p roa e h ) (He g ar ty M ayer
,

19 9 5 )
。

在 直接

转译方式中
,

问题解决者选择问题 中的数字

和关键的关系术语
,

如
“

多
”

和
“

少
” ;并从这些

关键词发展出解题的计划
,

如遇到
“

多
”

启动

加法运算
,

遇到
“

少
”

启动减法运算
。

所以说
,

问题解决者试图将问题陈述中的关键命题直

接转译为计算集
,

以便产生答案
。

直接转译

的方式的优点在于它很少依赖记忆
,

也不需

要关于间题类型方面的丰富知识
。

在问题情境方式 中
,

问题解决者首先建

立问题中每一句话的心理表征
, ,

然后建立一

个关于问题情境的心理表征
。

问题情境模型

是一种基于对象的表征
,

而不是基于命题的

表征
。

我们以下面的问题为例
,

说明理解过程

的核心成份

—
转换和整合是如何进行的

。

在 A 商店每块蛋糕的价钱是 65 分
。

这比 B 商店每块蛋糕的价钱少 2 分
。

如果你需要 4 块蛋糕
。

在 B 商店买需要多少钱 ?

May er 认为两种理解方式对应用题的认

知加工过程是
:

第一步是建立文本库
。

在这一步认知加

工过程 中
,

对 间题的每一个句子进行表征
。

上述两种方式在这一步的认知加工过程是一

样的
。

算术应用题中文本以逐渐增加的方式

被逐句加工
。

在每一次加工 中
,

问题解决者

都阅读了问题中说明某一变量和数值的句

子
。

在建立本文库的过程中
,

问题解决者必

须表征当前句子所表示的命题
,

并与其他句

子所表征的信息相联系
。

在表征每个句子 的过程中
,

问题解决者

可 以运 用 数学 问题 中句 子 类型 的知识
。

May er 认为这些知识有
:
分配一一表示某一

变量的数值
,

关系
—

表示两个变量之间的
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数量关系
,

问题
—

表示某一未知变量 的数

值
。

例如
,

上面所述的蛋糕问题
:

分配 1 :
((等于 )在 A 商店的蛋糕

,

65

分 )

关系
:
((等于)A 商店的蛋糕 (便宜)B 商

店的蛋糕
,

2 分)

分配 2 : ((等于)蛋糕的块数
,

4)

问题
:
((等于)总的数额

,

未知)

数量单位的改变也必须作为句子的一部

分而被编码
。

当问题解决者读一个新的句子时
,

他通

过推理将之与先前的文本库联系起来
。

这种

加工依赖对课文理解的一般模型
,

再参考有

关的算术计算方面的知识
。

例如
,

前面的蛋

糕问题
,

问题解决者必须认识到第二个句子

中的
“

这
”

是指第一句中的 A 商店的蛋糕
,

第

三句中的
“

块
”

与第一句和第二句中的
“

块
”

是

同样的数量单位
。

总之
,

问题解决者的首要

任务就是把问题中的每一个句子转换成为一

个内部的心理表征
,

并使各个命题在相互联

系的基础上形成语义网络表征
。

理解的第二步是建立一个连贯的问题表

征

—
整合过程

。

在这一加工过程 中
,

直接

转译方式和问题情境方式是完全不同的
。

问

题解决者在阅读一个问题时
,

他要在建立文

本库和形成连贯的问题表征之间来回加工数

次
。

也就是说
,

当他每读一个句子时
,

他要先

更新文本
,

然后更新问题的表征
。

在直接转译方式中
,

整合过程是指加工

文本库中的每一命题
,

以决定这个命题是否

包含某些关键事实

—
数字和一些关键词

,

如
“

比⋯ ⋯多
” 、“

总共
” 、 “

给
”

等
。

在转换和整

合之间来回加工数次后
,

问题解决者删除一

些不重要的信息
。

因此
,

他的问题表征所包

含的信息要比原始的文本库少
,

只包含数字

和一些关键词
。

例如上述蛋糕问题 中
,

问题

解决者概括出 6 5 分
、

2 分
、

少
、

多少和 4 块这

些数字和关键词
。

在问题情境方式中
,

问题解决者以对象

为中心
,

建立一个关于问题情境的心理表征
;

5 6

他在加工命题时必须决定它是不是一个新的

对象
,

或者是否被加工过
。

问题情境方式同

样需要在转换和整合之间来 回加工数次
,

需

要利用关于世界的一般知识和有关算术等方

面的知识
。

它可以被看作为以
“

集
”

形式出现

的一些对象的集合
,

或者是在一条线段上各

对象的排列
,

这些对象在线段上的位置表征

了其数值(Le w iS
,

1 989 )¿
。

线段形式可能更

适合于描述上面所举的例子
。

例如
,

在上面的蛋糕问题中
,

第一个句子

给出一个数量

—
A 商店一块蛋糕的价钱

,

问题解决者要建构一个关于线段 的心理表

征
,

并在 65 分的位置标出 A 商店
。

第二句

陈述给出了第二个数量

—
蛋糕在 B 商店

的价格
,

这个价格 比 A 商店的价格贵 2 分
C

因此
,

问题解决者表征 B 商店的位置应在 A

商店的右边 2 个单位
。

所以这个问题情境模

型由二个对象组成
: A 商店和 B 商店 (蛋糕的

价钱 )
,

以及二者在线段上的相对位置
。

当他

加工第三句话时必须注意到问题中的对象是

B 商店 4块蛋糕
,

必须在 B 商店下标记出 4
。

65

_ { }

.

A 商店 B 商店
4

甲乙呀乙

总之
,

在整合阶段
,

人们必须将基于命题

的表征转换为基于对象的表征
,

以建立精细

的问题情境表征
,

从而有利于对问题的理解
。

相反
,

当利用直接转译方式时
,

可能建立一个

包含较少
、

信息贫乏的心理表征
。

接下来就是制定解题的计划和执行计划

J
e

综上所述
,

转译加工过程 旨在将所有的

句子表征为一个语义网络
,

两类不同的理解

方式在此阶段的认知加工相同
。

但是
,

在整

合阶段的认知加工却完全不同
。

直接转译方

式在整合阶段主要是提取数字和关键词
,

并

由此启动算术运算操作
。

问题情境方式在整

合阶段寻求建立一个关于问题所描述情境的

心理表征
。



实验研究发现
,

成功的问题解决者一般

采用问题情境方式
,

不成功的问题解决者一

般采用直接转译方式
。

通过眼动实验
,

研究

者发现
,

成功的问题解决者阅读应用题的时

间长于不成功的问题解决者的阅读时间
,

两

类问题解决者用于转译加工的时间相当
,

但

在整合加工阶段所花的时间不同
。

特别是在

不一致的问题中(关键词是
“

比⋯⋯多
” ,

但是

要用减法
。

上述蛋糕问题就是一例 )
,

成功的

间题解决者比不成功的问题解决者要多做几

次反复阅读(重读问题中的细节
,

包括变量及

其关系)
。

实验中对被试错误回忆的分析也支持上

述理论
。

在上述理论模型中
,

给变量分配数

值是在转译加工阶段完成的
,

对变量间关 系

的加工是在整合阶段完成的
。

不成功的问题

解决者回忆变量间关系时所犯的错误是在数

值上所犯的错误的 3 倍
,

他们常犯语义错误

(将变量间数量大小关系颠倒
,

将上述蛋糕问

题中的价格 回忆为 A 商店蛋糕 比 B 商店

贵) ;成功的问题解决者常犯文字错误 (如将

关键词
“

少
”

回忆成
“

多
”

)
,

但较少犯语 义错

误
。

三
、

建构一整合《~
tru ct ion

一 int egr at ion )理论

Ki
n tc h 和 G r e e n o 的图式理论

,

以及基于

此理论的计算机模拟强调自上而下的加工过

程
。

这个理论假定课文中的线索激活了适当

的算术图式
,

以此图式为基础
,

课文被组织起

来
,

并得到理解
,

解题程序也由此而产生
。

如

果正确的图式被激活
,

问题就能得到正确 的

解决
。

但是
,

如果由线索触发图式的规则过

于强有力
,

那么它又缺乏足够的灵活性来适

应不同的语言环境
。

实际上
,

触发算术图式

的线索可能是极其微妙
、

复杂
、

不大可靠甚至

可能相互矛盾的
。

理解应该先考虑课文中所

有可能并行出现的图式
,

而不是从线索一下

子就得出一个并不成熟的结论
,

作出关于问

题性质的某种假设
。

在建构一整合理论模型中
,

在建构阶段
,

相关的
、

合适的成份以及不相关的
、

不合适的

成份都可能得到表征
。

在整合过程中
,

模型

并行搜集支持各种图式的证据
,

与上下文相

适应的那些成份得到加强
,

而那些与上下文

不相关的和不合适的成份得到抑制
,

能够满

足问题中各种条件约束的图式最终突 出出

来
。

尽管应用题中可能有多种甚至是相互矛

盾的线索
,

建构一整合理论完全能够容纳它

们
。

那么
,

哪一种理论观点更好 呢? 我们认

为建构一整合理论更好些
。

虽然很多结果都

可以用 自上而下的加工观点 (图式理论 )来解

释
,

然而
,

我们注意到图式理论认为
,

用来组

织理解和运算的图式是由线索触发的
,

图式

控制后来的认知过程
。

由于应用题中可能存

在多种触发图式的线索信息
,

而且前后的信

息可能不一致
,

图式理论显然缺乏足够的弹

性
,

难以说明在有多种不一致的线索信息条

件下
,

如何去选择一个适合 的解题图式
。

建

构一整合理论则认为儿童是从多个图式中选

择一个最合适的图式
。

事实上
,

在阅读算术

应用题的过程中
,

儿童需要整合多种线索
,

往

往需要考虑一个以上的图式
。

Le w iS 通过实验
,

直接支持
一

r 建构一整

合理论模 型½
。

她的实验材料是 16 道 比较

类型的算术应用题
,

所有的问题都有三句话
。

实验中的应用题有两条线索
,

其整体结构和

关键词或者有利于引导加法运算
,

或者有利

于引导减法运算
。

一半为一致的问题 (关键

词
“

少
” 、 “

低
”

等出现时
,

应该用减法 ;关键词

为
“

多
” 、“

高
”

等时应该用加法 )
,

另一半为不

一致的题 (例如
,

Jo hn 有 17 8 厘米高
。

他比

T o n 飞
低 10 厘米

。

T On 飞有多高 )
:

在实验中
,

她要求被试每读完应用题的一句话
,

就选择

解决这道题应该用加法还是应该用减法
。

于

是
,

被试形成运算假设 的时间进程就可以被

记录下来
。

另一方面
,

她以建构一整合理论

为基础
,

从理论上计算在读完应用题每一句

话后
,

该题用加法或减法的预期概率
。

将被

试选择加减法运算的实际概率与之比较
,

如
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果两者相符
,

说明被试对算术应用题的理解

确实如建构一整合理论所述的那样
。

实验结

果表明
:
无论是加法题还是减法题

,

无论是一

致问题还是不一致问题
,

被试报告用加法或

减法的百分数与建构一整合理论预期的概率

十分接近
。

上述三个关于算术应用题理解 的模型
,

也有其相通之处
。

图式理论与直接转译方式

相似
。

前者以集图式来表征句子
,

后者以命

题表征句子
。

在图式理论中由关键词触发高

层次水平图式
,

然后选择运算操作 ;在直接转

译方式中
,

整合阶段选择关键词和数字
,

.

并由

此发展解题计划
。

问题情境方式与建构一整合理论也很相

似
。

前者有转换和整合两个阶段
,

后者包括

建构和整合两个阶段
。

问题情境方式中的转

换是将课文中的每个句子转换为内部的心理

表征
,

然后形成语义网络表征
。

这与建构一

整合理论中建构阶段的作用相似
。

问题情境

方式中整合需要在转换和整合之间来回加工

数次
,

以便形成连贯的心理表征
。

这也与建

构一整合理论中的整合过程相似
。

其实
,

建

构一整合理论是一个一般的课文理解的理论

模型
,

问题情境方式理论是针对算术应用题

的理解的一个具体的理论模型
。

上述三个理

论
,

从不同角度
、

在不程度上说明了儿童解决

算术应用题的认知过程
,

对小学数学教学具

有一定的指导意义
。
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